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РОЗРАХУНКОВІ ФОРМУЛИ ВИЗНАЧЕННЯ ШВИДКОСТІ 

ВИВАНТАЖЕННЯ ЖИВЦІВ ЕНЕРГЕТИЧНОЇ ВЕРБИ З ТОЧКИ 

ЗОРУ ГІДРОДИНАМІЧНИХ БАГАТОФАЗНИХ СИСТЕМ. 

 
Анотація 

Численні дослідження процесу склепоутворення дозволили встановити лише деякі залежності, що 

пояснюють суть цього процесу. Та на сьогоднішній день немає єдиної теорії витікання сипких 

матеріалів і процесів склепоутворення в бункері тому проблема залишається актуальною. Дана робота 

є підсумковою з циклу праць авторів присвячених побудові математичної моделі процесу вивантаження 

живців з щілинного бункера, тому її метою є виведення розрахункових формул руху масиву живців при 

гравітаційному вивантаженні їх з щілинного бункера. 

Дослідження спирається на відомі наукові методи обґрунтування процесу вивантажених сипкого 

матеріалу з ємностей, з розробкою питань вирішення проблем склепоутворення і безперервного 

висипання матеріалу.  

До таких методів відноситься застосування обчислювальної математики для побудови 

математичної моделі руху живців і її обробки 
________________ 
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У статті пропонується розглядати гравітаційне вивантаження живців енергетичної верби з точки 

зору гідродинамічних багатофазних систем. Відповідно до цього підходу сукупність живців 

розглядається як псевдорідину, що складається з двох фаз: дискретної (живці) і безперервної (повітря). 

Приймаючи кожну з цих фаз як суцільне середовище, можемо розглядати вивантаження живців, як рух 

в'язкої нестисливої псевдо рідини, поле швидкості якої можна характеризувати рівнянням Нав'є -

Стокса. 

Результатом розробки є алгоритм побудови математичного моделі руху такої псевдорідини та 

перехід до розрахункових рівнянь руху з початковими і граничними умовами, що в кінцевому результаті 

призведе до можливості теоретичного аналізу процесу вивантаження живців з щілинних бункерів. 

Ключові слова : вивантаження живців; енергетична верба; саджалка; математична модель; 

рівняння Нав’є-Стокса; перетворення Лапласа; розрахункові рівняння. 

 

Вступ. Останнім часом в галузі енергетики все більше уваги приділяється 

відновлювальним джерелам енергії. Одним з найбільш перспективних напрямків з точки 

зору нарощування обсягів є енергія біомаси, зокрема простежується тенденція до 

зростання популярності палив з біоенергетичних культур, для нарощування обсягів яких 

потрібні швидкі і продуктивні. Найбільш поширена в Україні енергетична верба 

розмножується вегетативним способом живцями довжиною 20-25 см і діаметром 5-20мм 

(рис. 1) [1, 2]. 

 

 
 

Рис. 1. Садивний матеріал енергетичної верби 

 

На сьогоднішній день садіння такого матеріалу здійснюється саджалками (рис 2.), 

в яких посадковий матеріал подається виключно вручну, що істотно обмежує можливості 

підвищення ефективності агрегатів. Теоретичне опрацювання питань руху живців при 

гравітаційному вивантаженні і реалізація отриманих результатів на практиці можуть бути 

підмогою для створення автомата садіння [3; 4].  

   
 

Рис. 2. Традиційні саджалки енергетичної верби 
Джерело: Willowpedia; Probstdorfer [5; 6]. 
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Відповідно з науковим напрямком, що опрацьовується в Подільському 

державному аграрно-технічному університеті «Обгрунтування робочого процесу та 

параметрів механізму подачі живців машини для садіння енергетичної верби» 

(державний реєстраційний номер 0119U100945) розробляється автоматизована система 

подачі і відбору посадкового матеріалу деревних енергетичних культур. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Питаннями вдосконалення процесу 

вивантаження матеріалів присвячено багато праць, але, не зважаючи на значні успіхи в 

цій галузі, динамічні процеси вивантаження сипких однорідних матеріалів вивчені 

недостатньо. Теоретичного і практичного дослідження механіки процесів висипання 

таких матеріалів присвячені роботи вчених: Алфьорова К. В., Білоусова А. І., 

Беляєва Ю.В., Березина Т. А., Блехмана І. І., Богомягких В. А., Бондаренко А. М., 

Василькова В. Б., Галі A., Генієва Г. А., Горюшинського B. C, Гячева Л. В., 

Дженіке Е. В., Єгорова С. І., Єшуткіна Д. Н., Желткова В . І., Жукова І. А., Зенкова Р. Л., 

Квапіла Р., Кегліна Б. Г., Клейна Г. К., Ковальова Н. І., Котова В. Л., Кунакова B.C., 

Локтіонової О. Г., Мурашова А. А., Нагорського І. С., Нічборса Б., Павленко Я., 

Пепчука А. П., Романова А. Н., Семенова В. Ф., Соколовського В. В., Степуки Л. Я., 

Трубіцина М. Н., Третьякова Г. М., Ульянова С. В., Ушакова Л. С., Франчука В. П., 

Швоглера M., Шелла Д., Яцуна С. Ф. та інших. В їх роботах розглянуті основні 

характеристики та фізико-механічні властивості сипких матеріалів, що в тій чи іншій мірі 

впливають на процес склепоутворення, відображені загальні напрямки досліджень в 

галузі безперебійного функціонування бункерних пристроїв і вдосконалення 

склепоруйнуючого обладнання для сипких вантажів з широким спектром фізико-

механічних властивостей [7-18]. 

Численні дослідження процесу склепоутворення дозволили встановити лише деякі 

залежності, що пояснюють суть цього процесу. Ступінь впливу величезного числа різних 

взаємопов'язаних факторів на склепоутворення важко оцінити практично і передбачити 

теоретично: це і геометрія бункера і випускного отвору, і фізико-механічні властивості 

матеріалів, і умови завантаження, зберігання та випуску. Саме в зв'язку з труднощами в 

забезпеченні рівномірного безперервного руху, що виключає процес склепоутворення, до 

теперішнього часу не існує універсального пристрою-живильника, що ефективно 

працював би з будь-яким сипким матеріалом, а різноманітність матеріалу, що вимагає 

вивантажених сприяє подальших пошуків обґрунтувань руху того або іншого матеріалу.  

Також важко переоцінити наукове і практичне значення досліджень механізму 

руху сипучих матеріалів під дією власної ваги, так як фізико-механічні властивості даних 

матеріалів і закономірності їх закінчення мають вирішальний вплив на конструкцію 

бункерів, а також випускних пристроїв і пристосувань, що стимулюють висипання.  

Слід підкреслити, що на сьогоднішній день немає єдиної теорії вивантаження 

сипких матеріалів і процесів склепоутворення в бункері. 

Проблема ще більше ускладнюється при необхідності забезпечення рівномірного і 

безперервного вивантажених матеріалу, у якого один розмір (довжина) значно перевищує 

два інших розміру. Прикладом такого матеріалу є живці рослин.  

При створенні автомата посадки такого матеріалу постало завдання швидкісний і 

точної подачі живців, що призвело нас до пошуку шляхів обґрунтування руху живців при 

вивантаженні з накопичувальної ємності [19-21]. 

Тому вивчення даного питання і надалі залишається актуальним. Значний вклад в 

розвиток даного питання внесли і автори даної праці в попередніх своїх працях. Зокрема  

Одними з перших кроків у цьому напрямку є побудова математичної моделі 

процесу гравітаційного висипання стержнеподібних матеріалів з щілинних бункерів [22-

25]. 
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Також авторами опрацьовані загальні принципи для побудови математичної моделі 

процесу вивантаження живців з бункера, визначені крайові умови і характеристики їх 

руху [26-28]. 

Розглянуто та обґрунтовано основні припущення про характер руху живцево-

повітряної суміші, яку було представлено у вигляді двофазної псевдо рідини. Завдяки 

цьому деякими складовими рівнянь можна було знехтувати, а наявні рівняння руху 

вдалося значно спростити.  

У попередніх дослідженнях на основі зроблених припущень про характер руху 

двофазної псевдорідину отримано спрощені рівняння[27, 28]: 
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Рівняння (1) - (3) стали основою для опису процесу вивантажених живців з 

бункера. До цих рівнянь необхідно додати початкові і крайові умови, які в нових 

позначеннях набули вигляду: 
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Шляхом застосування перетворення Лапласа для визначення коефіцієнтів Фур'є, 

отримана система лінійних алгебраїчних рівнянь швидкості руху псевдорідини (див. (11), 

(12)) [30-31]. 
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Формули (11), (12) дають загальне розв’язання системи рівнянь руху 

псевдорідини. Для знаходження величин 
nn BB 21 , слід скористатися крайовими умовами 

(5) - (10). 

Мета. Дана робота є підсумковою з циклу праць присвячених побудові 

математичної моделі процесу вивантаження живців з щілинного бункера, тому її метою є 

виведення розрахункових формул руху масиву живців при гравітаційному вивантаженні 

їх з щілинного бункера. 

Методологія дослідження. Теоретичною базою дослідження слугували праці 

вітчизняних і зарубіжних вчених, в яких розроблялися наукові методи обґрунтування 

процесу вивантажених сипучого матеріалу з ємностей, з розробкою питань вирішення 

проблем склепоутворення і безперервного вивантаження матеріалу. На підставі аналізу 

існуючих рішень для руху матеріалу при гравітаційному висипанню створено модель 

руху циліндричних тіл (живців) при вільному вивантажені з бункера. 

Для попередніх досліджень за основу була прийнята модель бункера (рис. 3), в якій 

розгляд процесу обмежується двовимірною моделлю (в площині 21xx ), так як вважається, 

що рух живців в бункері не залежить від координати 3x
, через наявність стінок, 

паралельних площині 21xx , які обмежують рух живців вздовж осі 3x
.  

 

 
Рис. 3. Розрахункова схема бункера з живцями 

 

При цьому на підставі аналізу існуючих рішень прийнято ряд припущень, що 

дозволили розглядати гравітаційне вивантажених живців з точки зору гідродинамічних 

багатофазних систем. 

Відповідно до цього підходу сукупність живців розглядається як псевдорідину, що 

складається з двох фаз: дискретна фаза утворена живцями і безперервна фаза - 

газоподібне середовище (повітря). Кожна з цих фаз розглядається як суцільне 

середовище, що дозволило розглядати вивантаження, як рух в'язкої нестисливої 

псевдорідини. Поле швидкості такої псевдорідини має задовольняти рівнянню Нав'є - 

Стокса. 

Результати дослідження. Як зазначалось в попередніх дослідженнях авторів 

отримана система лінійних алгебраїчних рівнянь для визначення коефіцієнтів Фур'є 
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перетворення Лапласа швидкості руху псевдорідини (див. (11), (12)) [32-33]. 

Надалі, для отримання розрахункових формул швидкості руху псевдорідини 

обмежимося випадком симетричного бункера. В рамках прийнятої моделі бункера це 

означає, що для кутів   і   виконується рівність . =  Це обмеження, з одного боку, не 

заперечує спільності представлених раніше результатів, а з іншого, дозволяє отримати 

розв’язання задачі (1) - (3), (4) - (10) в замкнутій аналітичній формі.  

Отже, нехай  = , тоді система лінійних алгебраїчних рівнянь набирає вигляду: 
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Отримаємо розв’язок цієї системи рівнянь. З (15) і (16) випливає 

,01 =B                                                                                               (22) 
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Підставляючи (22) і (23) в (14) остаточно маємо: 
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Формули (22), (24), (25) дають розв’язок системи рівнянь (14) - (16). 

Далі, використовуючи (22), (24) і (25), отримаємо такі формули для перетворення 

Лапласа U1 і U2
 
швидкості руху псевдо рідини: 
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Ці формули можна спростити, враховуючи той факт, що величина ,1
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В цьому наближенні маємо: 
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Підставимо (30)–(32) в (29) і (26), (27) і провівши необхідні перетворення, маємо: 
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Формули (33), (34) дають наближене значення функцій U1 і U2
 

з відносною 

похибкою менше 5%, що достатньо для практичних обчислень. 

Для того, щоб за допомогою (33), (34) отримувати розв’язок вихідної задачі досить 

застосувати перетворення зворотне до перетворення Лапласа [32, 33] 
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де 0a . 

Наступний крок полягає в обчисленні інтегралів (35). З цією метою досліджуємо 

функцій U1 і U2 як функції - параметра перетворення Лапласа. Як випливає з (33) і (34), 

ця функція залежить від. Тому, маючи на увазі, що q може приймати комплексне 

значення, слід виділити одну з гілок аналітичної функції q . Для цього, в комплексній 

площині змінної q зробимо розріз по від’ємній дійсній півосі ( 0Re q , 0lim q ). У такій 

комплексній площині виділимо гілку q  для якої 0Re q  і  − qarg . Легко 

побачити, що функції U1 і U2 є аналітичними функціями комплексної змінної q 

виключаючи вказаний вище розріз і точки 0=q ,  2iq = . Причому, точки 2iq =  є 

особливими точками типу полюса, а точка 0=q  є точкою розгалуження алгебраїчного 

типу. Крім того, функції U1 і U2 прагнуть до нуля. Такі властивості функцій U1 і U2 

гарантують застосовність теореми про лишки [32] і дозволяють обчислення інтеграла 

(35) замінити обчисленням лишків в точках 2iq =  і інтегралів від цих функцій по колу 

з нескінченно малим радіусом і центром в точці розгалуження 0=q . Обчислення лишків 

можна здійснити за формулою [32, 33] 
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Таким чином, на підставі вище викладеного, отримаємо 
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Тут - позначає лишок, - коло радіуса ε з центром в точці q = 0. 

Використовуючи формулу (36), отримаємо 
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У формулах (39), (40) безрозмірні змінні 21 ,, xxt  замінені на розмірні 21 ,, xxt  

змінні. Величина ctg0hbM += , b  - ширина розвантаженого вікна, 

0h  - відстань від вільної кордону шару живців до площини розвантаженого вікна в 

момент часу 0=t . 
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Обчислимо інтеграли в (37), (38). Для цього будемо припускати, що відстань від 
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границі вільної поверхні живців до площини розвантажувального вікна змінюється в часі 

за лінійним законом 

( ) ,0hctth +=                                                                                              (41) 

де c - деяка константа, що підлягає визначенню. 

Тоді перетворення Лапласа цієї функції  
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де  acC 2= . 

Остаточно маємо наступні розрахункові формули для компонент швидкості руху 

дискретної фази (сукупність живців) псевдорідини  

,12111 uuu −=                                                                    (45) 

 

.22212 uuu −=                                                                    (46) 

де величини 22211211 ,,, uuuu
 
визначаються за формулами (39), (40) і (43), (44). 

Як випливає з (43), (44), величини 12u
 
і 22u

 
не залежать від тимчасової змінної t, 

але залежать від просторових змінних x1 і x2. Величини 11u
 
і 21u

 
залежать від тимчасової 

змінної по гармонічному закону у відповідності з вібраційними коливаннями, які 

впливають на одну зі стінок бункера. Крім того, ці величини залежать від фізико-

механічних і геометричних параметрів живців (усереднена щільність, радіус кола по 
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площі збігається з площею поперечного перерізу живців, коефіцієнт сухого тертя між 

живцями), параметрами бункера (кут нахилу стінок, ширина вивантажувального вікна, 

коефіцієнта тертя об стінки бункера), амплітуди і частоти гармонічних віброколивань, 

кінематичного коефіцієнта в'язкості і щільності повітря. 

Крім зазначених параметрів компоненти швидкості 1u
 
і 2u  неявно залежать від 

функції ( )th  (див. 41). Як випливає з крайової умови, ця функція повинна задовольняти 

нелінійному диференціальному рівнянню першого порядку 

( )( )tthxuAh ,,12=                                                                              (47) 

Розв’язання цього рівняння, в загальному випадку, можна знайти тільки 

чисельними методами за допомогою комп'ютера. Однак, якщо припустити, що функція 

( )th  залежить від часу за лінійним законом (див. 41)  

( ) 0hctth += , 

То можна визначити константу c. 

Справді, підкладемо в (47) 01 =x . Тоді, з урахуванням (40) і (44), маємо  

( )




p

pg
c 


−

−=
12 1                                                                              (48) 

Цю константу слід підставити в (39), (40) і (43), (44). Це завершує побудову 

математичної моделі процесу вивантажених живців з бункера. 

Висновки і перспективи. На сьогоднішній день відомі саджалки деревних 

енергетичних культур виключно з ручною закладкою посадкового матеріалу, тому 

розробка систем автоматизації даного процесу сприятиме можливостям швидкого 

нарощування площ під енергетичними насадженнями  

Найбільш простим способом руху матеріалу при вивантажені є його рух під дією 

гравітаційних сил. Теоретичні обґрунтування такого руху не мають єдиного підходу, а 

специфіка матеріалу для садіння енергетичної верби, створюють додаткові труднощі для 

розробки математичної моделі цього процесу. Побудова математичної моделі руху 

живців енергетичної верби дозволить автоматизувати процес посадки. 

Приймаючи ряд припущень пропонується розглядати гравітаційне вивантажених 

живців з точки зору гідродинамічних багатофазних систем. Відповідно до цього підходу 

сукупність живців розглядається як нестисливої псевдорідини, що складається з двох 

фаз: дискретної, утвореної живцями і безперервної фази (газоподібна - середовище між 

живцями). А шляхом застосування перетворення Лапласа для визначення коефіцієнтів 

Фур'є, отримана система лінійних алгебраїчних рівнянь швидкості руху псевдорідини 

(див. (12), (13)), що дають загальне розв’язання системи рівнянь руху такої псевдорідини 

з окресленням початкових і крайових умов. 

Для отримання розрахункових формул швидкості руху псевдорідини ми 

обмежилися випадком симетричного бункера, що дозволило отримати розв’язання задачі 

(1) - (3), (4) - (10 ) в замкнутій аналітичній формі.  

Формули (33), (34) дають наближене значення функцій U1 і U2
 

з відносною 

похибкою менше 5%, що достатньо для практичних обчислень. Для того, щоб за 

допомогою (33), (34) отримувати розв’язок вихідної задачі досить застосувати 

перетворення зворотне до перетворення Лапласа [32] 

Таким чином, остаточно отримано розрахункові формули для компонент 

швидкості руху дискретної фази (сукупність живців) псевдорідини (45) і (46), окремі 

компоненти яких 22211211 ,,, uuuu
 
визначаються за формулами (39), (40) і (43), (44). 
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Abstract 

Numerous studies of the process of vaulting have established only some dependencies that explain the 

essence of this process. But today there is no single theory of leakage of bulk materials and cryptocurrency 

processes in the hopper, so the problem remains relevant. This work is the final of a series of works by the 

authors devoted to the construction of a mathematical model of the process of unloading cuttings from the slot 

hopper, so its purpose is to derive calculation formulas for the mass of cuttings by gravity unloading them from 

the slot hopper. 

The research is based on the known scientific methods of substantiation of the process of unloading bulk 

material from tanks, with the development of issues of solving the problems of basement formation and 

continuous pouring of the material. 

Such methods include the use of computational mathematics to build a mathematical model of the movement 

of cuttings and its processing 

In the article it is offered to consider gravitational unloading of cuttings of an energy willow from the point 

of view of hydrodynamic multiphase systems. According to this approach, the set of cuttings is considered as a 

pseudo-liquid, consisting of two phases: discrete (cuttings) and continuous (air). Taking each of these phases as 

a continuous medium, we can consider the unloading of cuttings as the motion of a viscous incompressible 

pseudo-liquid, the velocity field of which can be characterized by the Navier–Stokes equation. 

The result of the development is an algorithm for constructing a mathematical model of motion of such a 

pseudofluid and the transition to the calculated equations of motion with initial and boundary conditions, which 

will eventually lead to the possibility of theoretical analysis of the process of unloading cuttings from slot 

bunkers. 

Keywords: unloading of cuttings, energy willow, planter, mathematical model, Navier–Stokes equation, 

Laplace transform, calculation equations. 
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